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Resumen: Se presenta un método de diseno de controladores PID para plantas
no lineales o variantes en el tiempo basado en el concepto de sistemas lineales
de pardametros variantes (LPV). El procedimiento propuesto permite disenar
tanto controladores LTI como gain-scheduled considerando la incertidumbre del
modelo. Las ganancias del PID son determinadas resolviendo un problema de
optimizacién convexa con inecuaciones lineales matriciales (LMIs), para lo cual
existen algoritmos eficientes y simples de utilizar.

Keywords: PID, control robusto, LPV gain-scheduling

1. INTRODUCCION

La utilizacién de controladores PID en plantas y
procesos cuya dindmica cambia ante distintas con-
diciones de operacion requiere métodos de sintonia
que aseguren que la estabilidad y las especifica-
ciones se mantengan en todo el rango de opera-
cién. Un posible enfoque consiste en considerar
los cambios de dindmica como incertidumbre del
modelo y abordar el diseno del controlador PID
con técnicas de control robusto (IMC, loop sha-
ping, etc.) (Astrom and Hagglum, 1995). Dentro
de este contexto, Ge et al. (2002) ha propuesto
un método de diseno basado en el concepto de
multi-modelos. Esta formulacién permite determi-
nar las ganancias del PID con un procedimiento
de optimizacién convexa con inecuaciones lineales
matriciales (LMIs) para lo cual se dispone de
algoritmos eficientes y simples de utilizar (Gahinet
et al., 1995; El Ghaoui et al., 1995). Una ventaja
interesante de la optimizacién convexa con LMIs

1 Este trabajo fue financiado por ANPCyT, CICpBA,
CONICET y UNLP.

2 UNLP-CONICET

3 UNLP-CICpBA

es la posibilidad de considerar diversos objetivos
simultdneos que pueden ser expresados como indi-
ces LQR, performance H.,, restricciones en la
ubicacién de los polos, etc. (Scherer, 1997) Si bien
el enfoque robusto provee de métodos de diseno
que aseguran estabilidad y performance en todo
el rango de operaciéon, en algunas situaciones el
controlador resultante, un sistema LTI, puede ser
muy conservador. Inclusive puede resultar impo-
sible hallar un tnico controlador estabilizante.

Un enfoque alternativo para obtener controlado-
res menos conservadores consiste en adaptar las
ganancias del PID a los cambios que experimenta
la dindamica de la planta. Dentro de este grupo
se encuentran técnicas adaptativas como los PID
gain-scheduled y autoajustables. En ambos casos
el controlador no lineal se basa en la conmuta-
cién de un controlador LTI a otro en funcién de
los cambios de dindmica de la planta. En gain
scheduling se almacena una serie de controladores
previamente calculados, mientras que en los PID
autoajustados los controladores se calculan online.
Aunque estas técnicas son ampliamente utiliza-
das, es sabido que la conmutacién de un controla-



dor a otro es compleja y adolece de garantias de
estabilidad (Shamma and Athans, 1992).

En el caso de los controles gain-scheduled, los
sistemas lineales de pardametros variantes (LPV)
propuesto por Shamma and Athans (1991) han
dado lugar a métodos de diseno que consideran
al controlador como una tunica entidad (Apkarian
and Gahinet, 1995; Apkarian et al., 1995; Becker
and Packard, 1994). De esta manera, se evita la
conmutacién de controladores y los consecuentes
problemas de falta de garantias de estabilidad y
complejidad de implementacion. Estos procedi-
mientos de sintesis se enmarcan dentro del con-
texto de la optimizacién convexa con LMIs. Al
igual que en los sistemas LTI puede considerarse
una amplia variedad de objetivos expresados tanto
en el dominio del tiempo como de la frecuencia
(Scherer, 1995).

En este trabajo se aborda el diseno de contro-
ladores PID para plantas no lineales o variantes
en tiempo dentro del contexto de los sistemas
LPV y de la optimizaciéon convexa con LMIs. El
enfoque propuesto permite abordar el diseno tanto
de controladores robustos como gain scheduled
en funcion de la disponibilidad de variables con
informacién de los cambios de dinamica de la
planta. De esta manera, los resultados de Ge et
al. (2002) son ampliados para incluir no sélo el
diseno de PID robustos sino también de PID gain
scheduled robustos.

Notacion: X = X7 > 0 (X = XT < 0) indica
una matriz simétrica definida positiva (negativa),
X+ (%) = X+XT y Tr(X) es la traza de la matriz
X.

2. PRESENTACION DEL PROBLEMA

Los sistemas lineales de parametros variantes
(LPV) son sistemas lineales cuyas matrices del
modelo de estados son funciones continuas y cono-
cidas de un vector de pardmetros 6(t) € © C R™»,
siendo ©® un subconjunto compacto. Esto es,

&= A((t)z + B(O(t))u, (1)
y=C0(t))x

donde x € R™ es el vector de estados, u € R™
es la acciéon de control e y € R es la sali-
da de medicién. Los sistemas LPV son comunes
en problemas de gain scheduling y en sintesis
de controladores robustos cuando una familia de
sistemas lineales es parametrizado en funcién de
variables endégenas y/o exdégenas (Shamma and
Athans, 1991; Rugh and Shamma, 2000). Note que
a diferencia de los sistemas lineales variantes en el
tiempo (LTV), el vector de pardmetros 6(¢) no
es conocido a priori, sélo se dispone del conjunto
acotado de posibles valores ©.

Dado el sistema LPV (1) existen dos enfoques
para el diseio de controladores. Si ningin ele-
mento del vector de pardmetros 4 es medible, la
ecuacion (1) puede interpretarse como un sistema
LTT sujeto a incertidumbre paramétrica variante.
En este caso, el controlador debe ser un sistema
LTI que asegure estabilidad y performance ro-
busta para cualquier valor posible de # € ©. En
cambio, si todos los parametros de 6 son medibles
entonces esta informacién puede ser utilizada para
implementar un controlador que también dependa
de 0 y se adapte a los cambios de dinamica de la
planta para mejorar asi la performance del sistema
a lazo cerrado. Estos controladores se denominan
LPV gain scheduled y los pardmetros 6 variables
de scheduling. También es posible que algunos
parametros sean medibles y otros no. Tal es el caso
cuando se considera los errores de medicion en las
variables de scheduling. Este tipo de controlador
se denomina LPV gain scheduled robusto.

El objetivo de este trabajo es plantear un método
de diseno para controladores PID, como el mostra-
do en la Fig. 1, aplicados al sistema LPV (1) donde
algunos parametros pueden medirse y otros no. Es
decir, se busca un procedimiento para determinar
las ganancias de una ley de control del tipo

u = —kpy — kqy + ki /(r — y)dt, (2)

donde r es la referencia. Las ganancias se de-
terminan en el contexto del control 6ptimo con
multi-objetivos para que el sistema a lazo cerrado
cumpla con un conjunto de especificaciones ex-
presadas tanto en dominio del tiempo como de la
frecuencia.

r y
; Planta

Figura 1. Esquema de control PID

El vector de pardmetros puede descomponerse
como 0 = [0, 0,,]7, donde 6, son los pardmetros
inciertos y 6,, son los parametros medibles. Luego,
el caso abordado por Ge et al. (2002), donde no se
mide ningin pardmetro (f = 6,,), corresponde al
PID robusto donde las ganancias ky, kq y k; son
constantes. Mientras que en el caso mas general
del PID LPV gain scheduled robusto abordado
aqui, las ganancias k,, kq y k; serédn funciones de
O

El trabajo se centra en los sistemas LPV del tipo

4 Por brevedad, de aqui en més la dependencia temporal
de 6 no es expresada explicitamente



= [—ag@ —aiwﬂ Tt [b(om] wo )
y=1[10]z.

Luego, si se combina (3) con el control (2), las
ecuaciones dindmicas del sistema a lazo abierto
resultan

Te=Ae (9):Ee + B,r + Be (e)uv (4)
y= Cexe

conxe:[yy/(y—r)dt]T, C.=[100],

0 1 0
A (0) = | —ao(8) —ar(0) 0 |,
1 0 0

B,=[00-1]", B.(6) = [0 b(6) 0]"

)

donde el diseno del controlador PID es equivalen-
te a resolver un problema de realimentacién de
estados

u= Kz, =[—k, —kq —k;|z. (5)

Para valores constantes de 6, la ecuacién (3)
corresponde a un sistema de segundo orden cuyos
polos y ganancia dependen del pardmetro 6.

Note que aunque el sistema (4) no es completa-
mente general, es posible hallar numerosos apli-
caciones de controladores PID donde la dindmica
dominante de la planta puede ser descrita por la
ecuacién (4) (Astrom and Hagglum, 1995). Las
ideas expuestas pueden extenderse a sistemas con
dindmicas mas complejas. En estos casos, es po-
sible hallar una equivalencia entre el control PID
y una realimentacién estatica de salida (SOF). La
técnica de diseno que se presenta en la siguiente
seccién puede aplicarse a estos casos pero el proce-
dimiento de optimizacién usado para determinar
las ganancias del PID debe ser modificado pues es
no convexo. La extension a sistemas mas comple-
jos no es tratada aqui por razones de espacio.

En forma similar, si el sistema (1) tiene la forma
&= —ap(@)r +b(@)u, y ==z, (6)

un controlador PI también puede interpretarse
como una realimentacion de estados.

3. PID LPV GAIN SCHEDULED ROBUSTO

En esta seccién, utilizando la equivalencia entre
el control PID (2) y la realimentacién de esta-
dos (5), se propone un método para determinar
las ganancias del controlador PID basado en el
control 6ptimo con multi-objetivos. Con este fin,
los resultados presentados en (Scherer, 1997; Sche-
rer, 1995) son adaptados para obtener las ganan-
cias de realimentacién de estados dependiente de

los parametros medibles 6, que asegure robus-
tez ante los cambios de dindmica debidos a los
parametros inciertos 6,,.

Considere el siguiente sistema LPV a lazo abierto

= A(0)x + B, (0)w + B,(0)u, (7)
z2=C.(0)x + D,w(0)w + D, (0)u.

El diseno de una realimentacion de estados éptima
con multi-objetivos consiste en hallar el control

u = K(0n(t))r, (8)

tal que el sistema a lazo cerrado

S'Ccl = Ad(ﬂ)x + Bcl(ﬁ)w, (9)
z2=Cuy(0)x + Dy (0)w,

sea estable y cada operador T; que mapea la
referencia y/o perturbacién w; en la salida z;,
cumpla cierto objetivo para todo valor de 6 € O.

El control éptimo con multi-objetivos abordado
como un problema de optimizacién con LMIs con-
siste en expresar los objetivos como un conjunto
de LMIs que luego son resueltas simultdneamente
para obtener la ley de control. Existen numerosos
objetivos que pueden ser expresadas como LMIs,
entre ellos performance H., y Ho, restriccién so-
bre la ubicacién de los polos y restricciones en el
dominio temporal (cotas en la amplitud, sobrepa-
so, tiempo de establecimiento, etc.). Por brevedad,
sélo se aborda el diseno contemplando performan-
ce H,, Hs y restriccion sobre la ubicacion de
los polos, otros objetivos pueden ser considerados
simplemente con LMIs adicionales (ver Scherer
(1997) para més detalles).

Performance Ho, (Apkarian et al., 1995). El sis-
tema (9) es exponencialmente estable y

1T lloo = sup [Tjwjll2 <1/y  (10)

wj €Ly, ||wjll2=1
si y solo si existe una matriz X = X7 > 0 tal que
para todo valor de 0 € ©
A(0)X + (x) Ba,(0) XC (6)
T T
B, (0)X —1I Dcle(H) <0. (11)
Cclj (0) Dclj (0) - I

Performance Hy (Scherer, 1995). El sistema (9) es
exponencialmente estable y

IT5ll2 := sup Tr(Ce, (O)XCa, ) <v  (12)
. _

si y solo si Dy, = 0y existen X = XT >0y
Z = Z" > 0 tal que para todo valor de # € ©

A0 Ba)]

BCZJ(G)T 71
7 CuX
xen K0 0
Tr(Z) < wv.



La condicién (12) corresponde a la variancia de
la salida z; = Tjw; cuando w; es ruido blanco.
Note que, evaluando (9) en 6 constante, la condi-
ci6én (12) abarca el cldsico problema del regulador
lineal cuadrético (LQR), donde se busca el control
u = Kz tal que se minimice un indice de perfor-
mance

J = / (2,Qu e + uT Ru)dt,
0

si By, = I y se define la salida z;(t) = C.,z(t) +
D, u(t), donde CZTj C.,=Qy D;fjuDZju = R.

Alternativamente, si se reemplaza Z por o, el ob-
jetivo de performance Hs asegura que la maxima
amplitud de z; es menor que o cuando w; es de
energia acotada, es decir,
[T5ll2:= sup

wj €Ly, [|lwjl[2=1

[Tjwjllee <. (14)

Esta interpretacion puede resultar 1til, por ejem-
plo, para imponer cotas en la acciéon de control y
evitar asi la saturacién del actuador.

Pole placement (Scherer, 1997). La restriccién en
la ubicacién de los polos de lazo cerrado de los
sistemas LTT resultantes de evaluar (9) en valores
contantes de # permite imponer condiciones sobre
la respuesta temporal y limitar la magnitud de las
ganancias de realimentacion. Estas restricciones
pueden ser expresada como LMIs imponiendo re-
giones determinadas por la interseccion de franjas,
discos, sectores cénicos, etc. Dichas regiones son
definidas como

R={seC: a+fs+55<0} (15)
donde a = of = [ag,] € R™*™ y 3 = BT =
[Br,1] € R™*™ . Luego, la matriz A.;(6) tiene todos
sus autovalores en la regiéon R para todo 6 € O si
existe una matriz X = X7 > 0 tal que

[Oék-lX + ﬂklAcl(ﬁ)X + G X Az; (9)] < 0. (16)
1<k,l<m

Luego, reemplazando las matrices de lazo cerrado
Aq(0) = A(0) + B2(0)K (0m), Be,(0) = Bu,(0),
Cu;(0) = C.;(0) + D.,u(0)K(0,n), Do, (0) =
D.;w,;(0),en (11), (13) y (16) y definiendo la varia-
ble auxiliar Y (0,,) = K(6,,)X, la realimentacién
de estados que satisfaga simultaneamente perfor-
mance H., del operador w; — 21, performance
H, del operador we — zo y la restriccién en la
ubicacién de polos expresada por (16) se obtiene
hallando X = X7 >0, Z =27 > 0e Y(0,,) tal
que

[ X + BU(X,Y,0) + B U(X, V,0)T] <0 (17)

1<k,l<m
U(X,Y,0) + (%) By, () V(X,Y,0)T
[ Bgl(e) -1 D31w1(9) ] <0 (18)
V(X,Y,Q) Dzlwl(o) —’721
U(Xj;;’ e()a;L (9 B“’_"’I(e)} <0 (19)

W(X,Y,0)

[W(X,ZY, o)T ¥ :| >0,Tr(Z) <v (20)

donde U(X,Y,0) = A(0)X + B,(0)Y(0),
V(X,Y,0,) = Ca(®)X + D.1,(0)Y(0n),
W(X,Y,0) = C.o(0)X + D.ouw2(0)Y (6,)

Adicionalmente, el problema de optimizacién
(17)-(20) puede resolverse minimizando v 6 v o
una combinacién de ambas (a-v+b-yconayb
constantes)

Para cada valor constante de 6, (17)-(20) son
lineales en las incégnitas X, Y y Z. Por tanto, la
bisqueda de las ganancias de realimentacién de
estados es un problema de optimizacién convexa
con LMIs. Sin embargo, (17)-(20) implica resolver
un conjunto infinito de LMIs. El problema puede
reducirse a un conjunto finito haciendo un grillado
de © como se detalla en (Scherer, 1995).

La cantidad de LMIs a resolver se reduce drasti-
camente en los casos que el sistema LPV dependa
en forma afin del vector de pardametros, es decir,

A Bw Bu AO Bu)o B’u.
Cz Dzw Dzu Czo Dzwo Dzu

Ay, By, 0
+20 |8 5 o)
P
con B, y D, constantes y si © es un politopo de
r vértices

0= Co{[@li,...,ﬁnm]T,i =1,...,r}h

En esta situacion, sélo es necesario evaluar las
(17)-(20) en cada vértice i de © (Apkarian et
al., 1995). Luego, el vector de ganancias se obtiene

de
K(Gm) == Z aiKia

donde los K; son iguales para todo vértice donde
0., permanece constante. Los «a; se calculan a
partir del valor de 6,,, medido en el instante ¢t y de

la ecuacion
O = E a;b;,
i

cony o;=1ya>0Vi=1,...,7.

El procedimiento propuesto para el diseno del
controlador PID gain scheduled robusto puede
resumirse en la siguiente formas:

1. Expresar la planta como un sistema LPV y
establecer que variables, de las que deter-
minan las condiciones de operacién, pueden
utilizarse para ajustar las ganancias del PID
y cuales son inciertas.

2. Establecer los objetivos definiendo las salidas
z1, 22 y la regiéon de los polos de lazo cerrado.

3. Obtener los valores 6ptimos de X, Y y Z uti-
lizando cualquiera de las rutinas disponibles
para resolver las LMIs (17)-(20) y determinar
el vector de ganancias K, cuyos elementos
son los parametros del controlador PID.

Es interesante notar que, al igual que los con-
troles gain scheduled clasico, la formulacion en



el contexto de sistemas LPV presentada requiere
el almacenamiento de un conjunto de ganancias
kp, k; v kq. La principal diferencia surge en la
interpolaciéon. En LPV gain scheduling la interpo-
lacién es continua no existiendo los problemas de
conmutacién que surgen en los controladores gain
scheduled clasicos.

4. EJEMPLO

En esta seccién el procedimiento de diseno pro-
puesto es ilustrado con un ejemplo. Con este fin,
se considera un tanque de reaccién que es agitado
continuamente (CSTR) (Ge et al., 2002). El com-
portamiento dindamico de la planta es representado
por las siguientes ecuaciones

Cy = k1 (Cayp —Ca) — koC e (21)
+ ksge(1 —e7*e/9)(T,p = T)  (22)

donde C}y es la concentracién del producto (sali-
da de medicién), g. es el caudal del refrigerante
(accién de control), Cay es la concentracién del
compuesto de alimentacién (perturbacién), T' es
la temperatura de la mezcla, T es la temperatura
del compuesto de alimentacion, T es la tempe-
ratura del refrigerante y los k; son constantes.

Linealizando las ecuaciones (21)-(22) respecto del
punto de operacién establecido por Cjy,,, se ob-
tiene el siguiente sistema lineal parametrizado en
funcién de la concentracion Ca,,

éA = all(CAop)éA + alz(CAUP)T + bléAf (23)
T= azl(CAop)CA’A + GQQ(OAOP)T + bQ(CAop)ch

(24)
donde las variables indicadas con ~ corresponde
a las variaciones respecto al punto de operacion.
Luego, definiendo SEl = CA y 1272 = alch + (112T
el modelo linealizado (23)-(24) queda expresado
como un sistema LPV afin de la forma (3)

s |0 1], A 0.
= {01 02} &+ Be,,;Cay + {03] g. (25)
g=[10]
donde 0 = as1a12 — arra22, 02 = (a1 + a)
y 03 = bysais °. El conjunto de valores posi-

bles © es el producto cartesiano de los respecti-
vos valores extremos correspondiente al intervalo

[QAOP7€ADP]
© = [01,01] x [05,02] x [05,05].
A los efectos de evaluar las propiedades del PID

LPV gain scheduled (PID-GS), se realiza un andli-
sis comparativo con un PID robusto. Para el

5 Por brevedad, la dependencia respecto de CAop no ha
sido explicitamente indicada

calculo de las ganancias del PID robusto se consi-
dera que ningtin pardmetros es medido, mientras
que para el diseno del PID-GS se adopta como
vector de pardametros 6, = [6; 62]7 y se nor-
maliza la accién de control como u, = ¢./b para
satisfacer la condicién B, constante.

Ambos controladores se disefian para cumplir los
siguientes objetivos:

= minimizar el efecto de la perturbaciéon en
la concentracion de entrada Cay sobre la
concentracién del producto C'4 en el sentido
de performance Hoo (i.e. minimizar ||7} |l <
v, con zp =Cay wr =Cay),

= minimizar el efecto de las condiciones inicia-
les sobre los estados y la accién de control
(i.e. minimizar ||Ts||2 < v, con zo = 1%+ pq.,
ws = (0) y Buy = 1),

= asegurar que los polos de lazo cerrado del
sistema (23) evaluado en valores constante de
0 se encuentre en la regién de plano complejo
delimitada por la interseccion de un cono
centrado en s = 0 de dngulo interno 3w/4
y el semiplano Re(s) < —1.

Se consideré distintas zonas de operacién:
A. Zona estable (Ca,, € [0,06 0,14])

La Fig. 2 presenta la respuesta ante perturbacio-
nes en la concentracién C'y ¢ de los sistemas a lazo
cerrado correspondientes a ambos controladores
en dos puntos de operacién. En el rango de ope-
racion considerado el reactor presenta un compor-
tamiento estable a lazo abierto. Los controles se
obtuvieron minimizando v y fijando p en 0,2 y v
en 350. El valor de y obtenido en el disenio del PID
robusto fue 1,039 y en el PID-GS 0,673. El diseno
menos conservador del PID-GS es visible en la
Fig. 2. En todos los casos puede observarse que el
PID-GS logra un mejor rechazo de la perturbacion
mientras que la accién de control se mantiene en
limites similares al PID robusto.

B. Zona estable e inestable (Cy,, € [0,06 0,5])

Las ventajas de PID-GS se hacen mas notorias
cuando el rango de operacion se amplia hasta 0,5.
Para valores de C'4,, entre 0,15 y 0,5 el comporta-
miento de la planta a lazo abierto es inestable. A
pesar de esto, aun es posible disenar un PID-GS
estabilizante que cumpla con las especificaciones.
No sucede lo mismo con el PID robusto, sélo es
posible hallar un juegos de ganancias si se rela-
jan considerablemente las especificaciones. En la
Fig. 3 puede observarse la respuesta ante pertur-
baciones en C4¢ del sistema a lazo cerrado. En
este caso, el PID-GS fue disenado con los mismos
objetivos excepto por una restriccién mayor en la
accion de control (p = 0,3). En cambio, el PID
robusto debié disenarse con una restriccién menor
sobre ¢. (p = 0,1) y ampliar la regién de los polos
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Figura 2. Respuesta del sistema a lazo cerrado
ante perturbaciones en C4 s en la zona estable
(Ca,, €10,06,0,14]). (—) PID-GS, (- -) PID
robusto

de lazo cerrado al semiplano Re(s) < —0,25. La
Fig. 3 muestra una respuesta mas lenta y una ac-
cién de control mayor en el caso del PID robusto,
como era de esperar luego de haber tenido que
relajar los objetivos de diseno.
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Figura 3. Respuesta del sistema a lazo cerrado
ante perturbaciones en C'4 ¢ en la zona estable
e inestable (Cy,, € [0,06,0,5]). (—) PID-GS,
(- -) PID robusto

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha propuesto un método de di-
seno de controladores PID para plantas no lineales

y variantes en el tiempo basado en los sistemas
LPV y la optimizacién convexa con LMIs. El
método propuesto abarca tanto el diseno de PID
robusto como de PID gain scheduled. En los casos
donde la dindmica de la planta presenta cambios
importantes, la posibilidad de adaptar las ganan-
cias del PID logra un control menos conservador
que reditia en un mejor desempeno del sistema a
lazo cerrado o ampliacion la zona operacién.

Respecto a los PID gain scheduled clésicos, el
método propuesto no solo permite la optimiza-
cién de las ganancias sobre amplio conjunto de
objetivos sino que también simplifica considera-
blemente la implementacién y evita los problemas
de estabilidad que surgen en la conmutacién de
controladores.
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