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Resumen: Se presenta un método de diseño de controladores PID para plantas
no lineales o variantes en el tiempo basado en el concepto de sistemas lineales
de parámetros variantes (LPV). El procedimiento propuesto permite diseñar
tanto controladores LTI como gain-scheduled considerando la incertidumbre del
modelo. Las ganancias del PID son determinadas resolviendo un problema de
optimización convexa con inecuaciones lineales matriciales (LMIs), para lo cual
existen algoritmos eficientes y simples de utilizar.
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1. INTRODUCCIÓN

La utilización de controladores PID en plantas y
procesos cuya dinámica cambia ante distintas con-
diciones de operación requiere métodos de sintońıa
que aseguren que la estabilidad y las especifica-
ciones se mantengan en todo el rango de opera-
ción. Un posible enfoque consiste en considerar
los cambios de dinámica como incertidumbre del
modelo y abordar el diseño del controlador PID
con técnicas de control robusto (IMC, loop sha-
ping, etc.) (Astrom and Hagglum, 1995). Dentro
de este contexto, Ge et al. (2002) ha propuesto
un método de diseño basado en el concepto de
multi-modelos. Esta formulación permite determi-
nar las ganancias del PID con un procedimiento
de optimización convexa con inecuaciones lineales
matriciales (LMIs) para lo cual se dispone de
algoritmos eficientes y simples de utilizar (Gahinet
et al., 1995; El Ghaoui et al., 1995). Una ventaja
interesante de la optimización convexa con LMIs
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es la posibilidad de considerar diversos objetivos
simultáneos que pueden ser expresados como ı́ndi-
ces LQR, performance H∞, restricciones en la
ubicación de los polos, etc. (Scherer, 1997) Si bien
el enfoque robusto provee de métodos de diseño
que aseguran estabilidad y performance en todo
el rango de operación, en algunas situaciones el
controlador resultante, un sistema LTI, puede ser
muy conservador. Inclusive puede resultar impo-
sible hallar un único controlador estabilizante.

Un enfoque alternativo para obtener controlado-
res menos conservadores consiste en adaptar las
ganancias del PID a los cambios que experimenta
la dinámica de la planta. Dentro de este grupo
se encuentran técnicas adaptativas como los PID
gain-scheduled y autoajustables. En ambos casos
el controlador no lineal se basa en la conmuta-
ción de un controlador LTI a otro en función de
los cambios de dinámica de la planta. En gain
scheduling se almacena una serie de controladores
previamente calculados, mientras que en los PID
autoajustados los controladores se calculan online.
Aunque estas técnicas son ampliamente utiliza-
das, es sabido que la conmutación de un controla-



dor a otro es compleja y adolece de garant́ıas de
estabilidad (Shamma and Athans, 1992).

En el caso de los controles gain-scheduled, los
sistemas lineales de parámetros variantes (LPV)
propuesto por Shamma and Athans (1991) han
dado lugar a métodos de diseño que consideran
al controlador como una única entidad (Apkarian
and Gahinet, 1995; Apkarian et al., 1995; Becker
and Packard, 1994). De esta manera, se evita la
conmutación de controladores y los consecuentes
problemas de falta de garant́ıas de estabilidad y
complejidad de implementación. Estos procedi-
mientos de śıntesis se enmarcan dentro del con-
texto de la optimización convexa con LMIs. Al
igual que en los sistemas LTI puede considerarse
una amplia variedad de objetivos expresados tanto
en el dominio del tiempo como de la frecuencia
(Scherer, 1995).

En este trabajo se aborda el diseño de contro-
ladores PID para plantas no lineales o variantes
en tiempo dentro del contexto de los sistemas
LPV y de la optimización convexa con LMIs. El
enfoque propuesto permite abordar el diseño tanto
de controladores robustos como gain scheduled
en función de la disponibilidad de variables con
información de los cambios de dinámica de la
planta. De esta manera, los resultados de Ge et

al. (2002) son ampliados para incluir no sólo el
diseño de PID robustos sino también de PID gain
scheduled robustos.

Notación: X = XT > 0 (X = XT < 0) indica
una matriz simétrica definida positiva (negativa),
X+(⋆) = X+XT y Tr(X) es la traza de la matriz
X.

2. PRESENTACIÓN DEL PROBLEMA

Los sistemas lineales de parámetros variantes
(LPV) son sistemas lineales cuyas matrices del
modelo de estados son funciones continuas y cono-
cidas de un vector de parámetros θ(t) ∈ Θ ⊂ R

np ,
siendo Θ un subconjunto compacto. Esto es,

ẋ = A(θ(t))x + B(θ(t))u, (1)

y = C(θ(t))x

donde x ∈ R
n es el vector de estados, u ∈ R

nu

es la acción de control e y ∈ R
ny es la sali-

da de medición. Los sistemas LPV son comunes
en problemas de gain scheduling y en śıntesis
de controladores robustos cuando una familia de
sistemas lineales es parametrizado en función de
variables endógenas y/o exógenas (Shamma and
Athans, 1991; Rugh and Shamma, 2000). Note que
a diferencia de los sistemas lineales variantes en el
tiempo (LTV), el vector de parámetros θ(t) no
es conocido a priori, sólo se dispone del conjunto
acotado de posibles valores Θ.

Dado el sistema LPV (1) existen dos enfoques
para el diseño de controladores. Si ningún ele-
mento del vector de parámetros θ 4 es medible, la
ecuación (1) puede interpretarse como un sistema
LTI sujeto a incertidumbre paramétrica variante.
En este caso, el controlador debe ser un sistema
LTI que asegure estabilidad y performance ro-
busta para cualquier valor posible de θ ∈ Θ. En
cambio, si todos los parámetros de θ son medibles
entonces esta información puede ser utilizada para
implementar un controlador que también dependa
de θ y se adapte a los cambios de dinámica de la
planta para mejorar aśı la performance del sistema
a lazo cerrado. Estos controladores se denominan
LPV gain scheduled y los parámetros θ variables
de scheduling. También es posible que algunos
parámetros sean medibles y otros no. Tal es el caso
cuando se considera los errores de medición en las
variables de scheduling. Este tipo de controlador
se denomina LPV gain scheduled robusto.

El objetivo de este trabajo es plantear un método
de diseño para controladores PID, como el mostra-
do en la Fig. 1, aplicados al sistema LPV (1) donde
algunos parámetros pueden medirse y otros no. Es
decir, se busca un procedimiento para determinar
las ganancias de una ley de control del tipo

u = −kpy − kdẏ + ki

∫

(r − y)dt, (2)

donde r es la referencia. Las ganancias se de-
terminan en el contexto del control óptimo con
multi-objetivos para que el sistema a lazo cerrado
cumpla con un conjunto de especificaciones ex-
presadas tanto en dominio del tiempo como de la
frecuencia.
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Figura 1. Esquema de control PID

El vector de parámetros puede descomponerse
como θ = [ θu θm ]T , donde θu son los parámetros
inciertos y θm son los parámetros medibles. Luego,
el caso abordado por Ge et al. (2002), donde no se
mide ningún parámetro (θ = θu), corresponde al
PID robusto donde las ganancias kp, kd y ki son
constantes. Mientras que en el caso más general
del PID LPV gain scheduled robusto abordado
aqúı, las ganancias kp, kd y ki serán funciones de
θm.

El trabajo se centra en los sistemas LPV del tipo

4 Por brevedad, de aqúı en más la dependencia temporal
de θ no es expresada expĺıcitamente



ẋ =

[

0 1
−a0(θ) −a1(θ)

]

x +

[

0
b(θ)

]

u, (3)

y =
[

1 0
]

x.

Luego, si se combina (3) con el control (2), las
ecuaciones dinámicas del sistema a lazo abierto
resultan

ẋe = Ae(θ)xe + Brr + Be(θ)u, (4)

y = Cexe

con xe = [ y ẏ

∫

(y − r)dt ]T , Ce =
[

1 0 0
]

,

Ae(θ) =





0 1 0
−a0(θ) −a1(θ) 0

1 0 0



 ,

Br =
[

0 0 −1
]T

, Be(θ) =
[

0 b(θ) 0
]T

,

donde el diseño del controlador PID es equivalen-
te a resolver un problema de realimentación de
estados

u = Kxe = [−kp −kd −ki ]xe. (5)

Para valores constantes de θ, la ecuación (3)
corresponde a un sistema de segundo orden cuyos
polos y ganancia dependen del parámetro θ.

Note que aunque el sistema (4) no es completa-
mente general, es posible hallar numerosos apli-
caciones de controladores PID donde la dinámica
dominante de la planta puede ser descrita por la
ecuación (4) (Astrom and Hagglum, 1995). Las
ideas expuestas pueden extenderse a sistemas con
dinámicas más complejas. En estos casos, es po-
sible hallar una equivalencia entre el control PID
y una realimentación estática de salida (SOF). La
técnica de diseño que se presenta en la siguiente
sección puede aplicarse a estos casos pero el proce-
dimiento de optimización usado para determinar
las ganancias del PID debe ser modificado pues es
no convexo. La extensión a sistemas más comple-
jos no es tratada aqúı por razones de espacio.

En forma similar, si el sistema (1) tiene la forma

ẋ = −a0(θ)x + b(θ)u, y = x, (6)

un controlador PI también puede interpretarse
como una realimentación de estados.

3. PID LPV GAIN SCHEDULED ROBUSTO

En esta sección, utilizando la equivalencia entre
el control PID (2) y la realimentación de esta-
dos (5), se propone un método para determinar
las ganancias del controlador PID basado en el
control óptimo con multi-objetivos. Con este fin,
los resultados presentados en (Scherer, 1997; Sche-
rer, 1995) son adaptados para obtener las ganan-
cias de realimentación de estados dependiente de

los parámetros medibles θm que asegure robus-
tez ante los cambios de dinámica debidos a los
parámetros inciertos θu.

Considere el siguiente sistema LPV a lazo abierto

ẋ = A(θ)x + Bw(θ)w + Bu(θ)u, (7)

z = Cz(θ)x + Dzw(θ)w + Dzu(θ)u.

El diseño de una realimentación de estados óptima
con multi-objetivos consiste en hallar el control

u = K(θm(t))x, (8)

tal que el sistema a lazo cerrado

ẋcl = Acl(θ)x + Bcl(θ)w, (9)

z = Ccl(θ)x + Dcl(θ)w,

sea estable y cada operador Tj que mapea la
referencia y/o perturbación wj en la salida zj ,
cumpla cierto objetivo para todo valor de θ ∈ Θ.

El control óptimo con multi-objetivos abordado
como un problema de optimización con LMIs con-
siste en expresar los objetivos como un conjunto
de LMIs que luego son resueltas simultáneamente
para obtener la ley de control. Existen numerosos
objetivos que pueden ser expresadas como LMIs,
entre ellos performance H∞ y H2, restricción so-
bre la ubicación de los polos y restricciones en el
dominio temporal (cotas en la amplitud, sobrepa-
so, tiempo de establecimiento, etc.). Por brevedad,
sólo se aborda el diseño contemplando performan-
ce H∞, H2 y restricción sobre la ubicación de
los polos, otros objetivos pueden ser considerados
simplemente con LMIs adicionales (ver Scherer
(1997) para más detalles).

Performance H∞ (Apkarian et al., 1995). El sis-
tema (9) es exponencialmente estable y

‖Tj‖∞ := sup
wj∈L2,‖wj‖2=1

‖Tjwj‖2 < 1/γ (10)

si y solo si existe una matriz X = XT > 0 tal que
para todo valor de θ ∈ Θ





Acl(θ)X + (⋆) Bclj (θ) XCT
clj (θ)

BT
clj (θ)X −I DT

clj (θ)

Cclj (θ) Dclj (θ) −γ2I



 < 0. (11)

Performance H2 (Scherer, 1995). El sistema (9) es
exponencialmente estable y

‖Tj‖2 := sup
θ∈Θ

Tr(Cclj (θ)XCT
clj (θ)) < ν (12)

si y solo si Dclj = 0 y existen X = XT > 0 y
Z = ZT > 0 tal que para todo valor de θ ∈ Θ

[

Acl(θ)X + (⋆) Bclj (θ)

Bclj (θ)
T −I

]

< 0

[

Z Cclj X

XCT
clj X

]

> 0 (13)

Tr(Z) < ν.



La condición (12) corresponde a la variancia de
la salida zj = Tjwj cuando wj es ruido blanco.
Note que, evaluando (9) en θ constante, la condi-
ción (12) abarca el clásico problema del regulador
lineal cuadrático (LQR), donde se busca el control
u = Kx tal que se minimice un ı́ndice de perfor-
mance

J =

∫ ∞

0

(xT
clQxcl + uT Ru)dt,

si Bwj
= I y se define la salida zj(t) = Czj

x(t) +
Dzjuu(t), donde CT

zj
Czj

= Q y DT
zjuDzju = R.

Alternativamente, si se reemplaza Z por αI, el ob-
jetivo de performance H2 asegura que la máxima
amplitud de zj es menor que α cuando wj es de
enerǵıa acotada, es decir,

‖Tj‖2 := sup
wj∈L2,‖wj‖2=1

‖Tjwj‖∞ < α. (14)

Esta interpretación puede resultar útil, por ejem-
plo, para imponer cotas en la acción de control y
evitar aśı la saturación del actuador.

Pole placement (Scherer, 1997). La restricción en
la ubicación de los polos de lazo cerrado de los
sistemas LTI resultantes de evaluar (9) en valores
contantes de θ permite imponer condiciones sobre
la respuesta temporal y limitar la magnitud de las
ganancias de realimentación. Estas restricciones
pueden ser expresada como LMIs imponiendo re-
giones determinadas por la intersección de franjas,
discos, sectores cónicos, etc. Dichas regiones son
definidas como

R = {s ∈ C : α + βs + βs̄ < 0} (15)

donde α = αT = [αk,l] ∈ R
m×m y β = βT =

[βk,l] ∈ R
m×m. Luego, la matriz Acl(θ) tiene todos

sus autovalores en la región R para todo θ ∈ Θ si
existe una matriz X = XT > 0 tal que

[αklX + βklAcl(θ)X + βlkX AT
cl(θ)]

1≤k,l≤m

< 0. (16)

Luego, reemplazando las matrices de lazo cerrado
Acl(θ) = A(θ) + B2(θ)K(θm), Bclj (θ) = Bwj

(θ),
Cclj (θ) = Czj

(θ) + Dzju(θ)K(θm), Dclj (θ) =
Dzjwj

(θ), en (11), (13) y (16) y definiendo la varia-
ble auxiliar Y (θm) = K(θm)X, la realimentación
de estados que satisfaga simultáneamente perfor-
mance H∞ del operador w1 → z1, performance
H2 del operador w2 → z2 y la restricción en la
ubicación de polos expresada por (16) se obtiene
hallando X = XT > 0, Z = ZT > 0 e Y (θm) tal
que

[αklX + βklU(X, Y, θ) + βlkU(X, Y, θ)T ]
1≤k,l≤m

< 0 (17)

[

U(X, Y, θ) + (⋆) Bw1
(θ) V (X, Y, θ)T

BT
w1

(θ) −I DT
z1w1

(θ)

V (X, Y, θ) Dz1w1(θ) −γ2I

]

< 0 (18)

[

U(X, Y, θ) + (⋆) Bw2
(θ)

BT
w2

(θ) −I

]

< 0 (19)

[

Z W (X, Y, θ)

W (X, Y, θ)T X

]

> 0, Tr(Z) < ν (20)

donde U(X,Y, θ) = A(θ)X + Bu(θ)Y (θm),
V (X,Y, θm) = Cz1(θ)X + Dz1u(θ)Y (θm),
W (X,Y, θ) = Cz2(θ)X + Dz2w2(θ)Y (θm)

Adicionalmente, el problema de optimización
(17)-(20) puede resolverse minimizando ν ó γ o
una combinación de ambas (a · ν + b · γ con a y b
constantes)

Para cada valor constante de θ, (17)-(20) son
lineales en las incógnitas X, Y y Z. Por tanto, la
búsqueda de las ganancias de realimentación de
estados es un problema de optimización convexa
con LMIs. Sin embargo, (17)-(20) implica resolver
un conjunto infinito de LMIs. El problema puede
reducirse a un conjunto finito haciendo un grillado
de Θ como se detalla en (Scherer, 1995).

La cantidad de LMIs a resolver se reduce drásti-
camente en los casos que el sistema LPV dependa
en forma af́ın del vector de parámetros, es decir,

[

A Bw Bu

Cz Dzw Dzu

]

=

[

A0 Bw0
Bu

Cz0
Dzw0

Dzu

]

+
∑

p

θp

[

Ap Bwp
0

Czp
Dzwp

0

]

,

con Bu y Dzu constantes y si Θ es un politopo de
r vértices

Θ = Co{[θ1i
, . . . , θnpi

]T , i = 1, . . . , r}.

En esta situación, sólo es necesario evaluar las
(17)-(20) en cada vértice i de Θ (Apkarian et

al., 1995). Luego, el vector de ganancias se obtiene
de

K(θm) =
∑

i

αiKi,

donde los Ki son iguales para todo vértice donde
θm permanece constante. Los αi se calculan a
partir del valor de θm medido en el instante t y de
la ecuación

θm =
∑

i

αiθi,

con
∑

i αi = 1 y αi > 0 ∀i = 1, . . . , r.

El procedimiento propuesto para el diseño del
controlador PID gain scheduled robusto puede
resumirse en la siguiente forma:

1. Expresar la planta como un sistema LPV y
establecer que variables, de las que deter-
minan las condiciones de operación, pueden
utilizarse para ajustar las ganancias del PID
y cuales son inciertas.

2. Establecer los objetivos definiendo las salidas
z1, z2 y la región de los polos de lazo cerrado.

3. Obtener los valores óptimos de X, Y y Z uti-
lizando cualquiera de las rutinas disponibles
para resolver las LMIs (17)-(20) y determinar
el vector de ganancias K, cuyos elementos
son los parámetros del controlador PID.

Es interesante notar que, al igual que los con-
troles gain scheduled clásico, la formulación en



el contexto de sistemas LPV presentada requiere
el almacenamiento de un conjunto de ganancias
kp, ki y kd. La principal diferencia surge en la
interpolación. En LPV gain scheduling la interpo-
lación es continua no existiendo los problemas de
conmutación que surgen en los controladores gain
scheduled clásicos.

4. EJEMPLO

En esta sección el procedimiento de diseño pro-
puesto es ilustrado con un ejemplo. Con este fin,
se considera un tanque de reacción que es agitado
continuamente (CSTR) (Ge et al., 2002). El com-
portamiento dinámico de la planta es representado
por las siguientes ecuaciones

ĊA = k1(CAf − CA) − k2CAe−k3 (21)

Ṫ = k1(Tf − T ) + k4CAe−k3

+ k5qc(1 − e−k6/qc)(Tcf − T ) (22)

donde CA es la concentración del producto (sali-
da de medición), qc es el caudal del refrigerante
(acción de control), CAf es la concentración del
compuesto de alimentación (perturbación), T es
la temperatura de la mezcla, Tf es la temperatura
del compuesto de alimentación, Tcf es la tempe-
ratura del refrigerante y los ki son constantes.

Linealizando las ecuaciones (21)-(22) respecto del
punto de operación establecido por CAop

, se ob-
tiene el siguiente sistema lineal parametrizado en
función de la concentración CAop

˙̂
CA = a11(CAop

)ĈA + a12(CAop
)T̂ + b1ĈAf (23)

˙̂
T = a21(CAop

)ĈA + a22(CAop
)T̂ + b2(CAop

)q̂c

(24)

donde las variables indicadas con ˆ corresponde
a las variaciones respecto al punto de operación.
Luego, definiendo x̂1 = ĈA y x̂2 = a11ĈA + a12T̂
el modelo linealizado (23)-(24) queda expresado
como un sistema LPV af́ın de la forma (3)

˙̂x =

[

0 1
θ1 θ2

]

x̂ + BCAf
ĈAf +

[

0
θ3

]

q̂c (25)

ŷ =
[

1 0
]

donde θ1 = a21a12 − a11a22, θ2 = (a11 + a22)
y θ3 = b22a12

5 . El conjunto de valores posi-
bles Θ es el producto cartesiano de los respecti-
vos valores extremos correspondiente al intervalo
[CAop

, CAop
]

Θ = [θ1, θ1] × [θ2, θ2] × [θ3, θ3].

A los efectos de evaluar las propiedades del PID
LPV gain scheduled (PID-GS), se realiza un análi-
sis comparativo con un PID robusto. Para el

5 Por brevedad, la dependencia respecto de CAop
no ha

sido expĺıcitamente indicada

cálculo de las ganancias del PID robusto se consi-
dera que ningún parámetros es medido, mientras
que para el diseño del PID-GS se adopta como
vector de parámetros θm = [ θ1 θ2 ]T y se nor-
maliza la acción de control como un = qc/b para
satisfacer la condición Bu constante.

Ambos controladores se diseñan para cumplir los
siguientes objetivos:

minimizar el efecto de la perturbación en
la concentración de entrada CAf sobre la
concentración del producto CA en el sentido
de performance H∞ (i.e. minimizar ‖T1‖∞ <
γ, con z1 = ĈA y w1 = ĈAf ),
minimizar el efecto de las condiciones inicia-
les sobre los estados y la acción de control
(i.e. minimizar ‖T2‖2 < ν, con z2 = Ix̂+ρq̂c,
w2 = x̂(0) y Bw2

= I),
asegurar que los polos de lazo cerrado del
sistema (23) evaluado en valores constante de
θ se encuentre en la región de plano complejo
delimitada por la intersección de un cono
centrado en s = 0 de ángulo interno 3π/4
y el semiplano Re(s) < −1.

Se consideró distintas zonas de operación:

A. Zona estable (CAop
∈ [0,06 0,14])

La Fig. 2 presenta la respuesta ante perturbacio-
nes en la concentración CAf de los sistemas a lazo
cerrado correspondientes a ambos controladores
en dos puntos de operación. En el rango de ope-
ración considerado el reactor presenta un compor-
tamiento estable a lazo abierto. Los controles se
obtuvieron minimizando γ y fijando ρ en 0,2 y ν
en 350. El valor de γ obtenido en el diseño del PID
robusto fue 1,039 y en el PID-GS 0,673. El diseño
menos conservador del PID-GS es visible en la
Fig. 2. En todos los casos puede observarse que el
PID-GS logra un mejor rechazo de la perturbación
mientras que la acción de control se mantiene en
ĺımites similares al PID robusto.

B. Zona estable e inestable (CAop
∈ [0,06 0,5])

Las ventajas de PID-GS se hacen más notorias
cuando el rango de operación se amplia hasta 0,5.
Para valores de CAop

entre 0,15 y 0,5 el comporta-
miento de la planta a lazo abierto es inestable. A
pesar de esto, aún es posible diseñar un PID-GS
estabilizante que cumpla con las especificaciones.
No sucede lo mismo con el PID robusto, sólo es
posible hallar un juegos de ganancias si se rela-
jan considerablemente las especificaciones. En la
Fig. 3 puede observarse la respuesta ante pertur-
baciones en CAf del sistema a lazo cerrado. En
este caso, el PID-GS fue diseñado con los mismos
objetivos excepto por una restricción mayor en la
acción de control (ρ = 0,3). En cambio, el PID
robusto debió diseñarse con una restricción menor
sobre qc (ρ = 0,1) y ampliar la región de los polos



0 2 4 6
60

70

80

90

100

110

tiempo [ s]

 q
c

0 2 4 6
0.05

0.055

0.06

0.065
 C

A

0 2 4 6
80

100

120

140

tiempo [ s]

0 2 4 6
0.12

0.125

0.13

0.135

0.14

Figura 2. Respuesta del sistema a lazo cerrado
ante perturbaciones en CAf en la zona estable
(CAop

∈ [0,06, 0,14]). (—) PID-GS, (- -) PID
robusto

de lazo cerrado al semiplano Re(s) < −0,25. La
Fig. 3 muestra una respuesta más lenta y una ac-
ción de control mayor en el caso del PID robusto,
como era de esperar luego de haber tenido que
relajar los objetivos de diseño.
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se ha propuesto un método de di-
seño de controladores PID para plantas no lineales

y variantes en el tiempo basado en los sistemas
LPV y la optimización convexa con LMIs. El
método propuesto abarca tanto el diseño de PID
robusto como de PID gain scheduled. En los casos
donde la dinámica de la planta presenta cambios
importantes, la posibilidad de adaptar las ganan-
cias del PID logra un control menos conservador
que reditúa en un mejor desempeño del sistema a
lazo cerrado o ampliación la zona operación.

Respecto a los PID gain scheduled clásicos, el
método propuesto no solo permite la optimiza-
ción de las ganancias sobre amplio conjunto de
objetivos sino que también simplifica considera-
blemente la implementación y evita los problemas
de estabilidad que surgen en la conmutación de
controladores.
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